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矩阵函数的求法和矩阵分解方法研究

摘 要

本论文研究了矩阵函数的求法和矩阵分解的方法。本论文以矩阵理论的基础知识

为铺垫，对于矩阵函数的求法，详细探讨了待定系数法、数项级数求和法、对角型法

和 Jordan 标准型法这四种矩阵函数的求解方法；对于矩阵分解方法，详细探讨了矩阵的

LU 分解、QR 分解、满秩分解、奇异值分解四种分解方法，并给出了其实际运用，即矩

阵分解求矩阵广义逆。本文展示了以上方法的步骤并以例题演示，总结了《矩阵理论与

方法》学期课程内容。

关键词 矩阵理论 矩阵函数 矩阵分解



RESEARCH ONMETHODS FOR MATRIX
FUNCTION COMPUTATION AND MATRIX

DECOMPOSITION

ABSTRACT

This paper explores methods for matrix function computation and matrix decomposition.
Building upon foundational knowledge in matrix theory, the paper delves into four approaches
for matrix function computation: the method of undetermined coefficients, series summation
method, diagonalization method, and Jordan canonical form method. Additionally, it thor-
oughly investigates four matrix decomposition techniques: LU decomposition, QR decompo-
sition, full rank decomposition, and singular value decomposition, illustrating their practical
application in finding the generalized inverse of matrices through decomposition. The paper
presents the step-by-step procedures for these methods and provides illustrative examples, sum-
marizing the content covered in the course ”Matrix Theory and Methods.”

KEYWORDS Matrix Function Matrix Theory Matrix Decomposition
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第一章 引言
1.1 背景介绍

1.1.1 矩阵理论与方法介绍

矩阵理论是线性代数的一个重要分支，为解决复杂的数学和工程问题提供了有力的

工具。矩阵的运算包括乘法、逆矩阵、特征值和特征向量等，它们在解决线性方程组和

理解线性变换方面起着关键作用。矩阵分解方法如 LU 分解、QR 分解等也是研究热点。

在矩阵理论的应用中，我们需要进行各种计算，如特征值与特征向量的计算、矩阵

函数的计算、矩阵的微分与积分等。矩阵理论在科学、工程、统计学等领域广泛应用，

并且对于解决复杂的线性代数问题具有特殊优势，如 Jordan 标准型。总之，矩阵理论为

我们理解和应用线性代数提供了强大的工具和方法。

1.1.2 函数矩阵和矩阵函数介绍

函数矩阵是一类特殊的矩阵，其元素是函数而非常数。与之相对地，矩阵函数则

是将矩阵作为自变量的函数。本文中的函数矩阵定义为：以变量 t 的函数 aij(t)(i =

1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n) 为元素的矩阵 A(t)。

函数矩阵的微积分运算实质上是对矩阵内元素（函数）进行的微积分运算，是将通

常函数的导数与积分等概念形式上推广到矩阵的情形，其运算结果也仍为函数矩阵。

矩阵函数的概念与通常的函数概念类似，是以 n 阶矩阵为自变量和函数值（因变

量）的一种函数。矩阵函数将会在 2.3 节给出严格的定义，它是以矩阵序列与矩阵级数

为基础的对一元函数概念的推广。借助于 Hamilton - Cayley 定理，可以将矩阵函数的求

值问题转化为矩阵多项式的计算问题；借助于矩阵的 Jordan 标准形理论，可以将矩阵函

数的求值问题转化为矩阵的乘法运算问题。本文第三章将会对这一点进行详细地叙述。

函数矩阵与矩阵函数是两个不同的概念，但在一些情形下，矩阵函数在其定义域内

的值可以看做函数矩阵。例如，矩阵指数函数可以看做相应变量的函数矩阵。

1.1.3 线性代数方程组求解介绍

线性代数方程组是由若干个线性方程组成的方程组，是科学和工程中常见的数学模

型，许多应用问题对这类方程组进行求解。

对于一个线性代数方程组来说，解的情况通常有唯一解、无穷多解、无解。矩阵的

分解如 LU 分解、QR 分解、满秩分解和奇异值分解为高效解决线性代数方程组提供了

途径。因此，深入研究矩阵的分解方法对于提高线性代数方程组的求解效率具有重要意

义。这一点将在本文第四章进行详细讲解。
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1.2 问题介绍

很多实际问题，如两点边值问题1 的数值求解：

u′′(x) + p(x)u′(x) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ I := (−1, 1)

往往可以转化为求解如下线性系统：

AU = b

其中矩阵 A 和向量 b 是由下式得到的：

aij = ϵ(D2)ij + p(xi)(D
1)ij + q(xi)δij, 1 ≤ i, j ≤ N − 1

bi = f(xi)− [ϵ(D2)i0 + p(xi)(D
1)i0]c+ − [ϵ(D2)iN + p(xi)(D

1)iN ]c−, 1 ⩽ i ⩽ N − 1

更加一般地，我们考虑可以把很多问题的数值求解, 转化为求解线性系统

Ax = b

其中 A = A(f1(D)), b = b(f2(D))。

D 是一个 N 阶方阵；f1(D) 和 f2(D) 分别是关于矩阵 D 的矩阵函数，矩阵 A 和

向量 b 分别是关于 f1(D) 和 f2(D) 的函数矩阵；线性系统 Ax = b 可以利用矩阵分解

来求解。因此，本文以下讨论的矩阵函数的求解与矩阵分解方法的研究，对于实际问题

的数值求解是非常有意义的。

1.2.1 矩阵函数的求法问题介绍

如上例所示，矩阵函数的求法是矩阵理论中的一个关键问题。一般的函数求解时，

可以直接应用微积分规则，但这并不适用于矩阵函数。

引入两道例题（第一次课 ppt 的例 1、3），初步演示求解矩阵函数的问题：

例题 1.1 eA =?, 其中A =

(
1 0

0 1

)
解:

ex =
+∞∑
k=0

1

k!
xk = 1 + x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + ...

eA =
+∞∑
k=0

1

k!
Ak = I + A+

1

2!
A2 +

1

3!
A3 + ... = eA =

(
e 0

0 e

)
1J. Shen, T. Tang, Spectral and High-orderMethods with Applications, Science Press, 2006.
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例题 1.2 eA =?, 其中A =


4 6 0

−3 −5 0

−3 −6 1


解:

eA =
+∞∑
k=0

1

k!
Ak = I + A+

1

2!
A2 +

1

3!
A3 + ...

= P−1IP + P−1ΛP +
1

2!
P−1Λ2P +

1

3!
P−1Λ3P + ...

= P−1


e−2

e

e

P−2

在介绍矩阵函数的求法问题之前，本文将引入一些预备知识，即第二章对 Jordan 标

准型、向量范数、矩阵范数、矩阵序列与矩阵级数的介绍等，为后续矩阵函数的引入奠

定基础。

铺垫完预备知识后，第三章将详细介绍矩阵函数的求解方法，包括待定系数法、数

项级数求和法、对角型法和 Jordan 标准型法四种方法。

1.2.2 矩阵分解的方法问题介绍

同样如上例所示，当求解一个线性系统时，矩阵分解在其中起到了重要作用。矩阵

分解指的是将一个矩阵拆分成由若干个基本矩阵相乘的形式，比如三角矩阵、对称矩阵

等，有助于减少矩阵计算时的计算量。

第二章将介绍一些预备知识，例如欧式空间中线性变换的求法，矩阵可逆性、条件

数与谱半径等。它们作为矩阵分解中常用的性质和指标，与 LU 分解、QR 分解等方法

直接相关。

铺垫完预备知识后，第四章将详细介绍矩阵分解的方法，包括 LU 分解、QR 分解、

满秩分解和奇异值分解四种方法。

1.3 上述问题国内外研究成果介绍

1.3.1 矩阵函数的求法研究现状

在《矩阵论》一书中介绍了求矩阵函数值的四种常见方法：待定系数法、数项技术

求和法、对角型法和 Jordan 标准型法。这些方法各有优劣，取决于问题的特性和计算的

复杂度。第三章将一一介绍这些方法的原理与推导过程，并通过相关例子进行介绍。

3
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1.3.2 矩阵分解方法研究现状

在《矩阵论》一书中介绍了四种矩阵分解的方法，分别是矩阵的 LU 分解、矩阵的

QR 分解、矩阵的满秩分解和矩阵的奇异值分解。每种分解方法都有其独特的适用场景

和特点，如 LU 分解适用于求解线性方程组，而奇异值分解则常用于降维和数据压缩。

第四章将一一介绍这些方法的原理与推导过程，并通过相关例子进行介绍。

1.4 本论文工作简述

1.4.1 本论文对上述问题研究简述

本论文深入研究了矩阵函数的求解与矩阵分解的方法。在引言中，我们概述了论文

结构和研究问题；预备知识部分涵盖了欧式空间、向量与矩阵范数、矩阵函数的基础知

识；第三章详细阐述了矩阵函数求解的四种方法；第四章详细阐述了矩阵分解的四大方

法。

1.4.2 本论文创新点或特点简述

本论文的主要参考资料是《矩阵论》（张凯院、徐仲，西北工业大学出版社 2017版）。

在撰写过程中，还参考了《矩阵理论与方法》课程学习过程中的 ppt 与作业作为补充。

对于矩阵函数的求法和矩阵分解方法，本文将一一介绍这些方法的原理、步骤与推

导过程，并通过相关例题进行演示，让概念易于理解。

1.4.3 本论文撰写结构简述

本文主要论述了矩阵函数的求法和矩阵分解的方法。

第一章的引言部分，主要介绍了本篇论文的基本结构和研究问题；

第二章的预备知识部分，总结了求解矩阵函数与研究矩阵分解所需的基础知识，内

容包括欧式空间与线性变换、向量范数与矩阵范数、矩阵函数的介绍三个部分；

第三章归纳了矩阵函数的四种求解方法，包括待定系数法、数项级数求和法、对角

型法和 Jordan 标准型法；

第四章归纳了矩阵分解问题的四种方法，分别是矩阵的 LU 分解、矩阵的 QR 分解、

矩阵的满秩分解和矩阵的奇异值分解。
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第二章 预备知识
2.1 欧式空间与线性变换

2.1.1 欧式空间与线性变换介绍

欧氏空间是一种特殊的线性空间。它在线性空间的基础上引入了内积结构，使得空

间中的向量具有明确的几何意义。相比之下，线性空间则更为抽象，侧重于向量之间的

线性运算的代数性质。

先引入定义，介绍线性空间，欧式空间的严格定义将在 2.1.3 节中引入：

定义 2.1 设 V 是一个非空集合，它的元素用 x,y, z等表示，并称之为向量；K 是一个

数域，它的元素用 k, l,m等表示。如果 V满足条件：

(1) 在 V 中定义一个加法运算，即当 x,y ∈ V 时，有唯一的和 x + y ∈ V ,且加法运算
满足以下性质：

1) 结合律 x+ (y + z) = (x+ y) + z;

2) 交换律 x+ y = y + x;

3) 存在零元素 0,使 x+ 0 = x;

4) 存在负元素，即对任一向量 x ∈ V ,存在向量 y ∈ V ,使 x+ y = 0,则称 y为 x的

负元素，记为 −x,于是有 x+ (−x) = 0.

(2) 在 V 中定义数乘 (数与向量的乘法) 运算，即当 x ∈ V, k ∈ K 时，有唯一的乘积

k ∈ V ,且数乘运算满足以下性质：

1) 数因子分配律 k(x+ y) = kx+ kx;

2) 分配律 (k + l)x = kx+ lx;

3) 结合律 k(lx) = (kl)x;

4) 1x = x.

则称 V 为数域 K 上的线性空间或向量空间。

特殊地，当K 为实数域 R时，称 V 为实线性空间；当K 为复数域 C时，称 V 为

复线性空间。

线性代数中的线性相关，线性无关，基等概念同样可以推广到线性空间中，其相关

结论推广后仍然成立，例如：部分相关则全体相关；全体无关则部分无关；包含零元素

肯定相关；相关集中至少有一元素可由其它元素线性表示等。

这些概念可以引出线性空间的基与坐标，定义如下：
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定义 2.2 设 V 是数域K 上的线性空间，x1,x2, · · · ,xr是属于 V 的任意 r个向量，如果

它满足

(1) x1,x2, · · · ,xr 线性无关；

(2) V 中任一向量 x都是 x1,x2, · · · ,xr 的线性组合.

则称 x1,x2, · · · ,xr 为 V 的一个基或基底，并称 xi(i = 1, 2, · · , r)为基向量。
需要指出，一个线性空间的基不是唯一的，但是维数是唯一确定的。

线性空间是某类客观事物从量的方面的一个抽象，而线性变换则研究线性空间中元

素之间的最基本联系，可以从中引出线性变换的定义：

定义 2.3 设 V 是数域 K 上的线性空间，T 是 V 到自身的一个映射，使对任意向量

x ∈ V, V 中都有唯一的向量 y与之对应，则称 T 是 V 的一个变换或算子，记为 Tx = y；

称 y为 x在 T 下的象，而 x是 y的原象 (或象源)。

定义 2.4 如果数域 K 上的线性空间 V 的一个变换 T 具有以下性质:

T (kx+ ly) = k (Tx) + l (Ty)

其中 x,y ∈ V, k, l ∈ K。则称 T 为 V 的一个线性变换或线性算子。

由此可以知道线性变换的简单性质：

T0 = T (0x) = 0(Tx) = 0

T (−x) = T ((−1)x) = (−1)Tx = −Tx

这就表明，线性变换把线性空间的零向量变为零向量；把向量 x 的负向量 −x 变为

x 的象 Tx 的负向量 −Tx。又线性变换把线性相关的向量组仍变为线性相关的向量组，

即当

k1x1 + k2x2 + · · ·+ ksxs = 0

其中 ki(i = 1, 2, · · · , s) 不全为零，则有

k1(Tx1) + k2(Tx2) + · · ·+ ks(Txs) = T0 = 0

再结合定义 2.4，可得

x = (E1, ..., En)


x1

...
xn


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T (x) = T

(
(E1, ..., En)

( x1

...
xn

))
= (T (E1), ..., T (En))

( x1

...
xn

)

实际上，微分和积分两个运算，从变换（或算子）的角度来看都是线性变换（或线

性算子）。可以通过以下两个例题（《矩阵论》例 1.11，1.12）来说明：

图 2-1 例题 2.1

图 2-2 例题 2.2

整理成文字版本：

例题 2.1 在线性空间 Pn中，求微分是其一个线性变换，这里用 D表示，即

Df (t) = f ′ (t) (∀f(t) ∈ Pn)

事实上,对任意的 f(t), g(t) ∈ Pn及 k, l ∈ R，有

D(kf(t) + lg(t)) = (kf(t) + lg(t))′

= kf ′(t) + lg′(t) = k(Df(t)) + l(Dg(t))

例题 2.2 定义在闭区间 [a, b] 上的所有实连续函数的集合 C(a, b) 构成 R 上的一个线性
空间。在 C(a, b)上定义变换 J ,即

J (f(t)) =

∫ t

a

f (u) du (∀f(t) ∈ C(a, b))
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则 J 是 C(a, b)的一个线性变换。

事实上，因为有

J (kf (t) + lg (t)) =

∫ t

a

(kf (u) + lg (u)) du

= k

∫ t

a

f (u) du+ l

∫ t

a

g (u) du = k (Jf (t)) + l (Jg (t))

得知了这些性质之后，接下来将讨论线性变换的运算：

1. 加法

设 T1, T2 是线性空间 V 的两个线性变换，定义它们的和 T1 + T2 为

(T1 + T2)x = T1x+ T2x (∀x ∈ V )

线性变换 T 的负变换 −T 定义为

(−T )x = −(Tx) (∀x ∈ V )

T1 + T2 和 −T 都是 V 的线性变换。

2. 线性变换与数的乘法

设 k ∈ K，T 为线性空间 V 中的线性变换，定义数 k 与 T 的乘积 kT 为

(kT )x = k(Tx) (∀x ∈ V )

kT 也是线性变换。

3. 线性变换的乘法

设 T1, T2 是线性空间 V 的两个线性变换，定义 T1 与 T2 的乘积 T1T2 为

(T1T2)x = T1(T2x) (∀x ∈ V )

T1T2 也是 V 的线性变换。

需要强调，线性变换的乘法不满足交换律。

4. 逆变换

同逆矩阵的概念类似，若 T 是 V 的线性变换，且存在线性变换 S, 使得

(ST )x = (TS)x = x (∀x ∈ V )
8
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则称 S 是 T 的逆变换，记为 S = T−1. 且有

T−1T = TT−1 = Te

T−1 是线性变换。

5. 线性变换的多项式

设 n是正整数，T 是线性空间 V 的线性变换。定义 T 的 n次幂为

T n = T n−1 T (n = 2, 3, · · · )

定义 T 的零次幂为

T 0 = Te

于是可以建立线性变换的指数法则

Tm+n = TmT n, (Tm)n = Tmn

其中m,n ∈ N0。当 T 是可逆变换时，定义 T 的负整数次幂为

T−n = (T−1)n (n ∈ N0)

这样就把指数法则式推广到负整数次幂的情形。

设 f(t) = a0t
m + a1t

m−1 + · · ·+ am−1t+ am 是纯量 t的m次多项式，T 是 V 的一

个线性变换，则由线性变换的运算可知

f(T ) = a0T
m + a1T

m−1 + · · ·+ am−1T + amTe

也是 V 的一个线性变换，称其为线性变换 T 的多项式。

得知了线性变换的多项式，接下来引入一道例题（第三次课 ppt-1），说明其求解方

法。

例题 2.3 在矩阵空间 R2×2 中，给定矩阵 A =

(
0 1

1 0

)
, T1(X) = AX (∀X ∈ R2×2)，

求 T (X) = f(T1)(X)

解: 找到 R2×2的一组基：

X1 =

(
1 0

1 0

)
,X2 =

(
0 1

0 1

)
,X3 =

(
−1 0

1 0

)
,X4 =

(
0 −1

0 1

)
9
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其中

X = (X1,X2,X3,X4)α, α =
1

2
(x1 + x3,x2 + x4,−x1 + x3,−x2 + x4)

T

因此

T1(X) = T1(X1,X2,X3,X4)α = (X1,X2,X3,X4)diag(1, 1,−1,−1)α

T k
1 (X) = T k

1 (X1,X2,X3,X4)α = (X1,X2,X3,X4)diag(1, 1, (−1)k, (−1)k)α

f(T1)(X) = f(T1)(X1,X2,X3,X4)α = (X1,X2,X3,X4)f(diag(1, 1,−1,−1))α

有限维线性空间的向量可以用坐标表示，线性变换可以用矩阵表示。线性空间的任

一向量都可由基向量唯一线性表示，所以只要能够确定基向量的象，就能确定线性空间

的任一向量。

接下来介绍线性变换的矩阵表示。

定义 2.5 设 x1,x2, ...,xn 为数域 P 上线性空间 V 的一组基，T 为 V 的线性变换。基向

量的象可以被基线性表出，设
T (x1) = a11x1 + a21x2 + · · ·+ an1xn

T (x2) = a12x1 + a22x2 + · · ·+ an2xn

· · · · · ·
T (xn) = a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ annxn

用矩阵表示即为：

T (x1,x2, · · · ,xn) = (Tx1, Tx2, · · · , Txn) = (x1,x2, · · · ,xn)A

其中 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

，矩阵 A称为线性变换 T 在基 x1,x2, · · · ,xn 下的矩

阵。

举例说明求解线性变换的矩阵的方法：（《矩阵论》例 1.15）
整理成文字版本：

例题 2.4 在矩阵空间 R2×2中，给定矩阵B =

[
0 1

4 0

]
，线性变换为 T (X) = XB(∀X ∈

R2×2)，R2×2的基为 E11,E12,E21,E22，求 T 在这个基下的矩阵。

10



北京邮电大学期末课程论文

图 2-3 例题 2.4

解：计算基像组，有

T (E11) = E11B =

[
0 1

0 0

]
= 0E11 + 1E12 + 0E21 + 0E22

T (E12) = E12B =

[
4 0

0 0

]
= 4E11 + 0E12 + 0E21 + 0E22

T (E21) = E21B =

[
0 0

0 1

]
= 0E11 + 0E12 + 0E21 + 1E22

T (E22) = E22B =

[
0 0

4 0

]
= 0E11 + 0E12 + 4E21 + 1E22

故 T 在这个基下的矩阵为

A =


0 4 0 0

1 0 0 0

0 0 0 4

0 0 1 0


下面的定理介绍了 T1 + T2, kT1, T1T2 在这个基下的矩阵。

定理 2.1 设 x1,x2, · · · ,xn 是数域 K 上的线性空间 V n 的一个基，线性变换 T1, T2 在该

基下的矩阵依次是A,B。则有下述结论：

(1) (T1 + T2)(x1,x2, · · · ,xn) = (x1,x2, · · · ,xn)(A+B);

(2) (kT1)(x1,x2, · · · ,xn) = (x1,x2, · · · ,xn)(kA);

(3) (T1T2)(x1,x2, · · · ,xn) = (x1,x2, · · · ,xn)AB;

(4) T−1
1 (x1,x2, · · · ,xn) = (x1,x2, · · · ,xn)A

−1;

为了由线性变换的矩阵 A 计算向量 x 的象 Tx 的坐标，还可以引入如下定理：
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定理 2.2 设线性变换 T 在线性空间 V n 的基 x1,x2, ...,xn 下的矩阵是B,向量 x在该基

下的坐标是 α ,则 Tx在该基下的坐标是

β = Aα

对于一个有限维线性空间 V，取定一组基后，V 的任一线性变换都可以用矩阵来表

示。为了研究线性变换性质，希望这个矩阵越简单越好，如对角矩阵。

现在讨论如何选择线性空间的基，使线性变换在该基下的矩阵形状最简单的问题。

引入定义，论述线性变换的特征值和特征向量的概念：

定义 2.6 设 T 是数域K 上的线性空间 V n的线性变换，且对K 中某一数 λ0，存在非零

向量 x ∈ V n，使得

Tx = λ0x

成立，则称 λ0为 T 的特征值，x为 T 的属于 λ0的特征向量。

定义 2.7 设A = (aij)n×n是数域K 上的 n阶矩阵，λ是参数，A的特征矩阵 λI −A的

行列式

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n
... ... ...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
式（2-1）

称为矩阵 A 的特征多项式，它是 K 上的一个 n 次多项式，记为 φ(λ)。φ(λ) 的根 (或

零点)λ0 称为 A的特征值 (根)；而相应于方程组 A


ξ1

ξ2
...
ξn

 = λ0


ξ1

ξ2
...
ξn

的非零解向量 (ξ1,

ξ2, ...., ξn)
T 称为A的属于特征值 λ0的特征向量。

接下来介绍求特征值与特征向量的一般步骤：

(1) 在 V 中任取一组基 E1,E2, ...,En，写出 T 在这组基下的矩阵 A

(2) 求 A 的特征多项式 |λI −A| 在 K 上的全部根，它们就是 T 的全部特征值

(3) 把所求得的特征值逐个代入方程组 (λI −A)X = 0，并求出它的一组基础解系。（它

们就是属于这个特征值的全部线性无关的特征向量在基 x1,x2, ...,xn 下的坐标）

2.1.2 Jordan标准型的求解

在 2.1.1 中，我们简单介绍了欧氏空间与线性变换的意义。而将一个矩阵转化为其

Jordan 标准型，意义在于选择适当的基，使得后续的计算过程变得简单。
12
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Jordan 标准型是线性代数中的一种矩阵形式，通过以下步骤求解：首先，计算线性

变换的特征值和特征向量。然后，构建相应的 Jordan 块，选择适当的特征向量组合，构

成线性变换的 Jordan 标准型。

首先我们先引入最小多项式的定义：

定义 2.8 首项系数是 1（简称首 1）,次数最小，且以矩阵 A为根的 λ的多项式，称为

A的最小多项式，常用m(λ)表示。

为了证明矩阵论中极为重要的 Hamilton-Cayley 定理，需要先介绍如下定理。

定理 2.3 任意 n阶矩阵与三角矩阵相似。

接下来就可以引入 Hamilton-Cayley 定理：

定义 2.9 n阶矩阵A是其特征多项式的矩阵根（零点），即令

φ(λ) = det(λI −A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

则有

φ(A) = An + a1A
n−1 + · · ·+ an−1A+ anI = O

要在与 A 相似的全体矩阵中，找出一个较简单的矩阵来作为这个相似类的标准形。

接下来引入定义，介绍 Jordan 标准型：

定义 2.10 由

J =


J1(λ1)

J2(λ2)
. . .

Js(λs)


给出的矩阵 J 称为矩阵 A的 Jordan标准形，Ji(λi)称为因式 (λ − λi)

mi 对应的 Jordan
块，

其中 Ji(λi) =



λi 1

λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


(i = 1, 2, · · · , s)

可得如下定理：

定理 2.4 设A是 n阶复矩阵，且其特征多项式的某种分解式是

φ(λ) = (λ− λ1)
m1(λ− λ2)

m2 · · · (λ− λs)
ms (m1 +m2 + · · ·+ms = n)

13
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则存在 n阶复可逆矩阵 P，使

P−1AP = J

该定理改用线性变换来说，就是：设 T 是复数域 C上线性空间 V n 的线性变换，在

V n 中必存在一个基，使 T 在该基下的矩阵是 Jordan 标准形 J。

解释完定理，接下来引入一道例题（《矩阵论》例 1.26），解释如何求解 Jordan 标准

形：

图 2-4 例题 2.5

例题 2.5 求矩阵A的 Jordan标准形，其中A =


−1 1 0

−4 3 0

1 0 2


解：求 λI −A的初等因子组，由于 λI −A =
λ+ 1 −1 0

4 λ− 3 0

−1 0 λ− 2

→


−1 0 0

λ− 3 (λ+ 1)(λ− 3) + 4 0

0 −1 λ− 2

→


1 0 0

0 (λ− 1)2 0

0 −1 λ− 2

→


1 0 0

0 (λ− 1)2 (λ− 2)(λ− 1)2

0 −1 0

→


1 0 0

0 1 0

0 0 (λ− 2)(λ− 1)2


因此，所求的初等因子组为 λ− 2,(λ− 1)2。于是有

A ∼ J =


2 0 0

0 1 1

0 0 1


可以总结：在复数域 C上，求矩阵 A 的 Jordan 标准型的步骤：

第一步：求特征矩阵的 λI −A 的初等因子组，设为

(λ− λ1)
m, (λ− λ2)

m2 , · · · , (λ− λs)
ms

14
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其中 λ1, λ2, · · · , λs 可能有相同的，指数m1,m2, · · · ,ms 也可能有相同的，且

m1 +m2+· · ·+ms = n

第二步：写出每个初等因子 (λ− λi)
mi(i = 1, 2, · · · , s) 对应的 Jordan 块

Ji(λi) =



λi 1

λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


mi×mi

(i = 1, 2, · · · , s)

第三步：写出以这些 Jorden 块构成的 Jorden 标准形

J =


J1(λ1)

J2(λ2)
. . .

J s(λs)


接下来求使矩阵 A 相似于 Jordan 标准形时所用的可逆矩阵 P，P 的求法如下：

第四步：假如

P−1AP = J =


λ1 0 0

λ2 1

λ2


其中 P = (x1,x2,x3), 于是有

A(x1,x2,x3) = (x1,x2,x3) =


λ1 0 0

λ2 1

λ2


即

(Ax1,Ax2,Ax3) = (λ1x1, λ2x2,x2 + λ2x3)

由此可得
(λ1I −A)x1 = 0

(λ2I −A)x2 = 0

(λ2I −A)x3 = −x2

 式（2-2）

从而 x1,x2 依次是 A 的属于 λ1, λ2 的特征向量。x3 是式 (2-2) 最后一个非齐次线性方程

组的解向量，求出这些解向量就得到了所需要的矩阵 P。

15
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于是可以继续求例题 2.5 中的矩阵 P：

(2I −A)x1 = 0, (I −A)x2 = 0, (I −A)x3 = −x2

得特征向量 x1,x2 及广义特征向量 x3 依次为

x1 = (0, 0, 1)T, x2 = (1, 2,−1)T , x3 = (0, 1,−1)T

故所求的矩阵 P 是

P =


0 1 0

0 2 1

1 −1 −1


2.1.3 欧式空间中线性变换的求法

在解析几何中，通常 R3 中的向量长度、夹角等度量性质，都可通过向量的数量积

来表达。为了给线性空间引进长度等概念，可先引入内积概念，进而引出欧氏空间的定

义。

定义 2.11 设 V 是实数域 R上的线性空间，对于 V 中任意两个向量 x与 y，按照某种

规则定义一个实数，用 (x,y)来表示，且它满足下述 4个条件：

(1) 交换律：(x,y) = (y,x);

(2) 分配律：(x,y + z) = (x,y) + (x, z);

(3) 齐次性：(kx,y) = k(x,y) (∀k ∈ R);

(4) 非负性：(x,x) ≥ 0,当且仅当 x = 0时，(x,x) = 0.

则称实数 (x,y)为向量 x与 y的内积，而称 V 为 Euclid空间，简称欧氏空间或实内积
空间。

接下来以一道例题（《矩阵论》例 1.36）说明欧氏空间中关于线性变换的常见问题

的求法：

例题 2.6 在欧氏空间 R2×2中，矩阵A与B的内积定义为 (A,B) = tr(ATB),子空间

V =

{
X =

[
x1 x2

x3 x4

] ∣∣∣∣∣ x3 − x4 = 0

}

V 中的线性变换为

T (X) = XB0 (∀X ∈ V ) , B0 =

[
1 2

2 1

]
16
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(1) 求 V 的一个标准正交基；

(2) 验证 T 是 V 中的对称变换；

(3) 求 V 的一个标准正交基，使 T 在该基下的矩阵为对角矩阵。

解：

(1) 设X ∈ V，则

X =

[
x1 x2

x3 x3

]
= x1

[
1 0

0 0

]
+ x2

[
0 1

0 0

]
+ x3

[
0 0

1 1

]

故 V 的一个标准正交基为

X1 =

[
1 0

0 0

]
, X2 =

[
0 1

0 0

]
, X3 =

1√
2

[
0 0

1 1

]

(2) 计算基象组：

T (X1) =

[
1 2

0 0

]
= 1X1 + 2X2 + 0X3

T (X2) =

[
2 1

0 0

]
= 2X1 + 1X2 + 0X3

T (X3) =
1√
2

[
0 0

3 3

]
= 0X1 + 0X2 + 3X3

设 T (X1,X2,X3) = (X1,X2,X3)A，则

A =


1 2 0

2 1 0

0 0 3


易见A是对称矩阵，T 是对称变换。

(3) 求正交矩阵Q使得Q−1AQ = J :根据线性代数课程中介绍的算法，求得

J =


3

3

−1

 , Q =


0 1/

√
2 −1/

√
2

0 1/
√
2 1/

√
2

1 0 0



17
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令 (Y1,Y2,Y3) = (X1,X2,X3)Q,求得标准正交基

Y1 =
1√
2

[
0 0

1 1

]
, Y2 =

1√
2

[
1 1

0 0

]
, Y3 =

1√
2

[
−1 1

0 0

]

总结思路如下：

第一小问，求非空集合 V 的一组标准正交基，因此我们先求得一组基，再正交化、

单位华，得到 V 的标准正交基。

第二小问，我们需要判断相应矩阵是否为对称矩阵。可以利用第一小问求出的标准

正交基，求线性变换的对应矩阵，具体方法可以参考 2.1.1 节内容。于是证明该线性变

换是对称变换。

第三小问，要求 V 的一个标准正交基，使 T 在该基下的矩阵为对角矩阵。实际上

就是求一组新的标准正交基 (Y1,Y2,Y3) 使得等式 T (Y1,Y2,Y3) = (Y1,Y2,Y3)J 成立。

再引入一道例题（第八次课 ppt-1）进一步说明：

图 2-5 例题 2.7

整理成文字版：

例题 2.7 设矩阵空间 R2×2的子空间为

V = {X = (xij)2×2 | x11 + x12 + x21 = 0, xij ∈ R}

V 中的线性变换为 T (X) = X + 2XT。
18
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求 (T 3)(X), X =

(
4 −4

0 −3

)
∈ V

求 (T k)(X), ∀X ∈ V

解：令 x11 = −x12 − x21

X = x11

(
−1 1

0 0

)
+ x21

(
−1 0

1 0

)
+ x21

(
0 0

0 1

)
= x1X1 + x2X2 + x3X3

Schmidt正交化得到一组标准正交基：

Y ′
1 = X1 =

(
−1 1

0 0

)

Y ′
2 = X2 −

(X2,Y
′
1 )

(Y ′
1 ,Y

′
1 )

Y ′
1 =

−1

2
−1

2
1 0


Y ′

3 = X3 −
(X3,Y

′
2 )

(Y ′
2 ,Y

′
2 )

Y ′
2 − (X3,Y

′
1 )

(X3,Y ′
1 )
Y ′

1 =

(
0 0

0 1

)
单位化：

e1 =
1

|Y ′
1 |
Y ′

1 =
1√
2

(
cc− 1 1

0 0

)

e2 =
1

|Y ′
2 |
Y ′

2 =

√
2√
3

−1

2
−1

2
1 0


e3 =

1

|Y ′
3 |
Y ′

3 =

(
cc0 0

0 1

)
求对应的 k1, k2, k3：

x =

(
4 −4

0 −3

)
= (e1, e2, e3)


k1

k2

k3


可得

k1 = (x, e1) = −4
√
2, k2 = (x, e2) = 0, k3 = (x, e3) = −3

19
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求 Te1对应的 k1, k2, k3：

Te1 = (e1, e2, e3)


k1

k2

k3


可得：

k1 = (Te1, e1) = 2, k2 = (Te1, e2) =
√
3 k3 = (Te1, e3) = 0

相同的方法可求得 Te2, Te3对应的 k1, k2, k3分别为：

k1 = (Te2, e1) =
√
3, k2 = (Te2, e2) = 0 k3 = (Te2, e3) = 0

k1 = (Te3, e1) = 0, k2 = (Te3, e2) = 0 k3 = (Te3, e3) = 3

由

T (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)A0

可得

A =


2

√
3 0

√
3 0 0

0 0 3



λI −A0 =


λ− 2 −

√
3 0

−
√
3 λ 0

0 0 λ− 3

→


1 0 0

0 (λ− 3) 0

0 0 (λ+ 1)(λ− 3)


不变因子：d1(λ) = 1, d2(λ) = (λ− 3), d3(λ) = (λ+ 1)(λ− 3)

初等因子：(λ− 3); (λ+ 1), (λ− 3)

初等因子组：(λ− 3), (λ+ 1), (λ− 3)

Jordan块：J1(λ1) = (3), J2(λ2) = (−1), J3(λ3) = (3)

Jordan标准型：J1 =


3

−1

3


因此

P = (x1, x2, x3), PJ = A0P

(3x1,−x2, 3x3) = (A0x1,A0x2,A0x3)

20
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可知

x1 =


√
3

1

0

 , x2 =


−1
√
3

0

 , x3 =


0

0

1



P = (x1, x2, x3) =


√
3 −1 0

1
√
3 0

0 0 1

 , P−1 =



√
3

4

1

4
0

−1

4

√
3

4
0

0 0 1


接下来求新的一组基：

T (E1,E2,E3) = (E1,E2,E3)J

可求得

E1 = (e1, e2, e3) =


√
3

1

0

 =
2√
6

(
−2 1

1 0

)

E2 = (e1, e2, e3) =


−1
√
3

0

 =
√
2

(
0 −1

1 0

)

E3 = (e1, e2, e3) =


0

0

1

 =
√
2

(
0 0

0 1

)

通过坐标变换得到

x = (E1, · · · ,En)P
−1


k1
...
kn

 = (E1, · · · ,En)


l1
...
ln



x =

(
4 −4

0 −3

)
= (e1, e2, e3)


−4

√
2

0

−3

 = (E1,E2,E3)P
−1


−4

√
2

0

−3

 = (E1,E2,E3)


−
√
6

√
2

−3


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综上所述

T (x) = (E1, · · · ,En)J


l1
...
ln

⇒
(
T k
)
(x) = (E1, · · · ,En)J

k


l1
...
ln



(
T 3
)
(x) = (E1,E2,En)


27

−1

27



−
√
6

√
2

−3

 =

(
108 −52

−56 −81

)

(
T k
)
(x) = (E1,E2,En)


3k

(−1)k

3k





√
3

4

1

4
0

−1

4

√
3

4
0

0 0 1




(x, e1)

(x, e2)

(x, e3)



2.2 向量范数与矩阵范数

2.2.1 向量范数介绍

由上述可见，向量的长度可用来刻画收敛的性质。对于一般的线性空间，可以用范

数的概念定义向量的长度，定义如下：

定义 2.12 如果 V 是数域K 上的线性空间，对任意的 x ∈ V，定义一个实值函数 ∥ x ∥，
它满足以下三个条件：

(1) 非负性：当 x ̸= 0时，∥ x ∥> 0;当 x = 0时，∥ x ∥= 0;

(2) 齐次性：∥ ax ∥= |a| ∥ x ∥ (a ∈ K,x ∈ V );

(3) 三角不等式：∥ x+ y ∥⩽∥ x ∥ + ∥ y ∥ (x,y ∈ V )

则称 ∥ x ∥为 V 上向量 x的范数，简称向量范数。

以下是常见的范数：

(1) ∥ x ∥1=
∑

|ξi| 是一种向量范数，记为 1-范数;

(2) ∥ x ∥=
√
(x,x) 是一种向量范数，记 2-范数;

(3) ∥ x ∥= maxi |xi| 是一种向量范数，记为 ∞ -范数;

(4) ∥ x ∥p= (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p (1 ≤ p <∞) 是一种向量范数，记为 p-范数或 lp 范数。
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我们在任意线性空间中，都可以找到向量 x 相应的 p-范数，方法如下：

例题 2.8 给定线性空间 V n的基 x1,x2, · · · ,xn，设 x ∈ V n在该基下的坐标向量为 α =

(ξ1, ξ2, · · · , ξn)T，那么
∥ x ∥p=∥ α ∥p (1 ⩽ p < +∞)

满足范数定义的三个条件。因此，它是 V n上的范数，也称为 x的 p-范数。

接下来讨论线性空间 V n 上的向量范数的等价性。

定理 2.5 设 ∥ x ∥α和 ∥ x ∥β 为有限维线性空间 V 上的任意两种向量范数（它们不限于

p-范数），则存在两个与向量 x无关的正常数 c1和 c2，使满足

c1 ∥ x ∥β⩽∥ x ∥α⩽ c2 ∥ x ∥β (∀x ∈ V ) 式（2-3）

定理 2.6 满足式 (2-3)两种范数是等价的。
也就是说，有限维线性空间上的不同范数是等价的。

2.2.2 矩阵范数介绍

矩阵空间 Cm×n 是一个 mn 维的线性空间，将 m × n 矩阵 A 看做线性空间 Cm×n

中的“向量”，可以按照例题 2.8 的方式定义 A的范数，不同的是矩阵之间还有乘法运算。

下面引出矩阵范数的定义：

定义 2.13 设A ∈ Cm×n，定义一个实值函数 ∥ A ∥，它满足以下三个条件：

(1) 非负性：当A ̸= O时，∥ A ∥> 0;当A = O时，∥ A ∥= 0;

(2) 齐次性：∥ αA ∥=| α |∥ A ∥ (α ∈ C);

(3) 三角不等式：∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ (A ∈ Cm×n)，

则称 ∥ A ∥为A的广义矩阵范数。若对 Cm×n,Cn×l 及 Cm×l 上的同类广义矩阵范数

∥ · ∥，还满足下面一个条件：

(4) 相容性：
∥ AB ∥≤∥ A ∥∥ B ∥ (B ∈ Cn×l)

则称 ∥ A ∥为A的矩阵范数。

考虑一些矩阵范数时，应该使它能与向量范数联系起来，这可由矩阵范数与向量范

数相容的概念来实现：

定义 2.14 对于 Cm×n上的矩阵范数 ∥ · ∥M 和 Cm与 Cn上的同类向量范数 ∥ · ∥V，如果

∥ Ax ∥V≤∥ A ∥M∥ x ∥V (∀A ∈ Cm×n, ∀x ∈ Cn)
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则称矩阵范数 ∥ · ∥M 与向量范数 ∥ · ∥V 是相容的。

下面有几种常用的矩阵范数。可以先引入定理，规定矩阵范数，使矩阵范数与已知

的向量范数相容。

定理 2.7 已知 Cm和 Cn上的同类向量范数 ∥ · ∥，设A ∈ Cm×n，则函数

∥ A ∥= max
∥x∥=1

∥ Ax ∥ 式（2-4）

是 Cm×n上的矩阵范数，且与已知的向量范数相容。

称由式 (2-4) 给出的矩阵范数为由向量范数导出的矩阵范数, 简称为从属范数。对于

Cn×n 上的任何一种从属范数, 有

∥ I ∥= max
∥x∥=1

∥ Ix ∥= 1

我们可以知道，矩阵范数是与向量范数密切相关的。以下定理介绍了三种常见的矩

阵范数：

定理 2.8 设 A = (aij)m×n ∈ Cm×n,x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)T ∈ Cn，则从属于向量 x的三种

范数 ∥ x ∥1, ∥ x ∥2, ∥ x ∥∞的矩阵范数计算公式依次为：

(1) 列和范数 ∥ A ∥1= maxj
∑m

i=1 | aij |;

(2) 谱范数 ∥ A ∥2=
√
λ1, λ1为AHA的最大特征值 ;

(3) 行和范数 ∥ A ∥∞= maxi
∑n

i=1 | aij | .

2.2.3 矩阵可逆性条件、条件数和谱半径介绍

首先介绍矩阵的可逆性条件，可以根据范数 ∥ A ∥ 的大小来判断 I −A是否为可逆

矩阵。引入如下定理：

定理 2.9 设A ∈ Cn×n,且对 Cn×n上的某种矩阵范数 ∥ · ∥，有 ∥ A ∥< 1，则矩阵 I −A

可逆，且有

∥ (I −A)−1 ∥≤ ∥ I ∥
1− ∥ A ∥

接下来介绍条件数的概念：

定理 2.10 设 A ∈ Cn×n 可逆，B ∈ Cn×n，且对 Cn×n 上的某种矩阵范数 ∥ · ∥，有
∥A−1B∥ < 1，则有以下结论：

(1) A+B可逆；
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(2) 记 F = I − (I +A−1B)−1，则 ∥ F ∥≤ ∥ A−1B ∥
1− ∥ A−1B ∥

；

(3)
∥ A−1 − (A+B)−1 ∥

∥ A−1 ∥
≤ ∥A−1B∥

1− ∥ A−1B ∥
.

对于该定理，若令 cond(A) =∥ A ∥∥ A−1 ∥, dA =∥ δA ∥∥ A ∥−1，则当 ∥ A−1 ∥∥
δA ∥< 1 时，由结论 (2) 与 (3) 可得

∥ I − (I +A−1∂A)−1 ∥≤ dAcond(A)

1− dAcond(A)

∥ A−1 − (A+ δA)−1 ∥
∥ A−1 ∥

≤ dAcond(A)

1− dAcond(A)

称 cond(A) 为矩阵 A 的条件数，它是求矩阵逆的摄动的一个重要量。一般说来，条件

数愈大，(A+ δA)−1 与 A−1 的相对误差就愈大。

接下来介绍矩阵的谱半径及其性质。矩阵的谱半径在特征值估计、广义逆矩阵、数

值分析以及数值代数等理论中都有重要地位，现引入其定义与相关定理：

定义 2.15 设A ∈ Cn×n的 n个特征值为 λ1, λ2, · · · , λn，称

ρ(A) = max
i

| λi |

为A的谱半径。

定理 2.11 设A ∈ Cn×n，则对 Cn×n上任何一种矩阵范数 ∥ · ∥，都有

ρ(A) ≤∥ A ∥

定理 2.12 设A ∈ Cn×n，对任意的正数 ε，存在某种矩阵范数 ∥ · ∥，使得

∥ A ∥M≤ ρ(A) + ε

2.3 矩阵函数介绍

2.3.1 矩阵序列介绍

矩阵序列收敛与发散的定义如下：

定义 2.16 设有矩阵序列
{
A(k)

}
，其中A(k) = (a

(k)
ij )m×n ∈ Cm×n，当 a

(k)
ij → aij (k → ∞)

时，称
{
A(k)

}
收敛，或称矩阵A = (aij)m×n为

{
A(k)

}
的极限，或称

{
A(k)

}
收敛于A，

记为

limk→∞A(k) = A 或 A(k) → A

不收敛的矩阵序列称为发散。
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矩阵序列收敛的性质，有许多与数列收敛的性质相类似。接下来介绍几条性质：

(1) 设 A(k) → Am×n,B
(k) → Bm×n，则

lim
k→∞

(αA(k) + β B(k)) = αA+ β B (∀α , β ∈ C)

(2) 设 A(k) → Am×n,B
(k) → Bn×l, 则

lim
k→∞

A(k)B(k) = AB

(3) 设 A(k) 与 A 都是可逆矩阵，且 A(k) → A，则

(A(k))−1 → A−1

由矩阵敛散的定义，可得如下定理：

定理 2.13 设A(k) ∈ Cm×n，则

(1) A(k) → O的充要条件是 ∥ A(k) ∥→ 0;

(2) A(k) → A的充要条件是 ∥ A(k) −A ∥→ 0.

这里，∥ · ∥是 Cm×n上的任何一种矩阵范数。

在给出收敛矩阵的定义之前，需要定义矩阵的有界性：

定义 2.17 矩阵序列 {A(k)}称为有界的，如果存在常数M > 0，使得对一切 k都有

| a(k)ij |< M (i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n)

定义 2.18 设A为方阵，且Ak → O (k → ∞),则称A为收敛矩阵。

于是可得如下定理：

定理 2.14 A为收敛矩阵的充要条件是 ρ(A) < 1。

定理 2.15 A为收敛矩阵的充分条件是只要有一种矩阵范数 ∥ · ∥，使得 ∥ A ∥< 1。

2.3.2 矩阵级数介绍

矩阵级数的定义如下：
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定义 2.19 把定义 2.16中的矩阵序列所形成的无穷和A(0)+A(1)+A(2)+ · · ·+A(k)+ · · ·
称为矩阵级数，记为

∑∞
k=0 A

(k)，则有

∞∑
k=0

A(k) = A(0) +A(1) +A(2) + · · ·+A(k) + · · · 式（2-5）

矩阵级数的收敛与发散定义如下：

定义 2.20 记 S(N) =
∑

A(k)，称其为矩阵级数式（2-5）的部分和。如果矩阵序列 {S(N)}
收敛，且有极限 S,则有

lim
N→∞

S(N) = S

那么就称矩阵级数式（式 2-5）收敛，而且有和 S，记为

S =
∞∑
k=0

A(k)

不收敛的矩阵级数称为是发散的。

若用 sij 表示 S 的第 i行第 j 列的元素，那么，和
∑∞

k=0 A
(k) = S 的意义指的是

∞∑
k=0

a
(k)
ij = sij (i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n) 式（2-6）

矩阵级数式（式 2-5）绝对收敛与其元素形成的级数式（式 2-6）绝对收敛是等价的，

因此得到如下定义：

定义 2.21 如果式（2-6）中左端mn个数项级数都是绝对收敛的，则称矩阵级数式（2-5）
是绝对收敛的。

接下来讨论矩阵幂级数，给出如下定理：

定理 2.16 设方阵 A 对某一矩阵范数 ∥ · ∥ 有 ∥ A ∥< 1，则对任何非负整数 N，以

(I −A)−1为部分和 I +A+A2+· · ·+AN 的近似矩阵时，其误差为

∥ (I −A)−1 − (I +A+A2+· · ·+AN) ∥≤ ∥ A ∥N+1

1− ∥ A ∥

定理 2.17 设幂级数 f(z) =
∑∞

k=0 ckz
k 的收敛半径为 r，如果方阵 A满足 ρ(A) < r，则

矩阵幂级数
∞∑

k=0

ckA
k 式（2-7）

是绝对收敛的；

如果 ρ(A) > r，则矩阵幂级数式（式 2-7）是发散的。
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图 2-6 例题 2.9

引入一道例题（《矩阵论》例 3.2），演示如何判断矩阵级数的敛散性：

整理成文字版本：

例题 2.9 研究矩阵级数
∑∞

k=1 A
(k)的收敛性，其中

A(k) =


1

2k
π

3× 4k

0
1

k(k + 1)

 (k = 1, 2, · · · )

解： 因为

S(N) =
N∑
k=1

A(k) =


∑N

k=1

1

2k
∑N

k=1

π

3× 4k

0
∑N

k=1

1

k(k + 1)

 =


1−

(
1

2

)N
π

9

[
1−

(
1

4

)N ]

0
N

N + 1


所以

S = lim
N→∞

S(N) =


1

π

9

0 1


于是由定义 2.20知，所给级数收敛，且其和就是这里的二阶矩阵 S。

再引入一道例题（第十一次课 ppt-2），求矩阵幂级数的和：

例题 2.10 求矩阵幂级数
∑∞

k=0

1

2k

[
2 −1/2

2 0

]k
的和

解： (
2 −1/2

2 0

)
=

(
1 1

2 0

)(
1 1

0 1

)
1

2

(
0 1

2 −1

)
= PJP−1
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Ak = PJkP−1 =

(
1 1

2 0

)(
1 k

0 1

)
1

2

(
0 1

2 −1

)

+∞∑
k=0

1

2k
Ak = P

(+∞∑
k=0

1

2k
Jk

)
P−1 = P


∑+∞

k=0

1

2k
∑+∞

k=0

k

2k

0
∑+∞

k=0

1

2k

P−1

2M = 1 +
1 + 1

21
+

2 + 1

22
+

3 + 1

23
+ ...+

k + 1

2k
+ ...,

2M −M = 1 +
1

21
+

1

22
+

1

23
+ ...+

1

2k
+ ... =

+∞∑
k=0

1

2k
= 2

+∞∑
k=0

1

2k
Ak = P


∑+∞

k=0

1

2k
∑+∞

k=0

k

2k

0
∑+∞

k=0

1

2k

P−1 = P

(
2 2

0 2

)
P−1

=

(
1 1

2 0

)(
2 2

0 2

)
1

2

(
0 1

2 −1

)
=

(
4 −1

4 0

)

2.3.3 矩阵函数介绍

矩阵函数的概念与通常的函数概念一样，它是以 n阶矩阵为自变量和函数值（因变

量）的一种函数。矩阵函数的定义如下：

定义 2.22 设一元函数 f(z)能够展开为 z的幂级数

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k (| z |< r)

其中 r > 0表示该幂级数的收敛半径。当 n阶矩阵A的谱半径 ρ(A) < r时，把收敛的

矩阵幂级数
∑∞

k=0 ckA
k 的和称为矩阵函数，记为 f(A)，即

f(A) =
∞∑

k=0

ckA
k

举例说明，式（2-8）为矩阵指数函数；式（2-9）和式（2-10）为矩阵三角函数。

eA = I +A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + · · · 式（2-8）

cosA = I − 1

2!
A2 +

1

4!
A4 − · · · 式（2-9）

29



北京邮电大学期末课程论文

sinA = A− 1

3!
A3 +

1

5!
A5 − · · · 式（2-10）

由此可以推出：

ejA = cosA+ j sinA (j =
√
−1)

cosA =
1

2
(ejA + ejA), sinA =

1

2j
(ejA − e−jA)

cos(−A) = cosA, sin(−A) = − sinA

引入如下定理：

定理 2.18 如果AB = BA，则 eAeB = eBeA = eA+B。

关于矩阵函数的求法，在第三章中会详细介绍。

2.3.4 函数矩阵对矩阵的导数

函数矩阵是一类特殊的矩阵，其元素是函数而非常数。与之相对地，矩阵函数则是将

矩阵作为自变量的函数。本文中的函数矩阵定义为：以变量 t的函数 aij (t) (i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n)
为元素的矩阵 A(t) = (aij (t))m×n。

定义 2.23 如果函数矩阵A(t) = (aij (t))n×n的每一个元素 aij (t)是变量的可导函数，则

称A(t)可导，其导数（微商）定义为

A′ (t) =
d
dt
A (t) =

(
d
dt
aij (t)

)
m×n

可以得到如下定理：

定理 2.19 设 A(t), B(t)是能够进行下面运算的两个可导的函数矩阵，则有

d
dt
(A(t) +B(t)) =

d
dt
A (t) +

d
dt
B (t)

d
dt
(A(t)B(t)) =

d
dt
A(t) ·B(t) +A(t) · d

dt
B(t)

d
dt
(aA (t)) =

da
dt

·A(t) + a
d
dt
A (t)

这里，a = a(t)为 t的可导函数。

定理 2.20 设 n阶矩阵A与 t无关，则有

d
dt
etA = AetA = etAA

d
dt

cos(tA) = −A(sin(tA)) = −(sin(tA))A
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d
dt

sin(tA) = A(cos(tA)) = (cos(tA))A

接下来讨论函数矩阵的积分运算。给出积分定义：

定义 2.24 如果函数矩阵A(t)的每个元素 aij(t)都是区间 [t0, t1]上的可积函数，则定义

A(t)在 [t0, t1]上的积分为 ∫ t1

t0

A (t) dt =
(∫ t1

t0

aij (t) dt
)

m×n

接下来讨论其他微分概念：

1. 函数对矩阵的导数

定义 2.25 设 X = (ξij)n×n，mn 元函数 f(X) = f(ξ11, ξ12, · · · , ξ1n, ξ21, · · · , ξmn)，
定义 f(X)对矩阵X 的导数为

df
dX

=

(
∂f

∂ξij

)
m×n

=



∂f

∂ξ11
· · · ∂f

∂ξ1n

... ...
∂f

∂ξm1

· · · ∂f

∂ξmn


2. 函数对矩阵的导数

定义 2.26 设X = (ξij)m×n，mn元函数 fij (X) = fij (ξ11, ξ12, · · · , ξ1n, ξ21, · · · , ξmn) (i =

1, 2, ..., r; j = 1, 2, ..., s)。定义函数矩阵

F (X) =


f11(X) · · · f1s(X)

... ...
fr1(X) · · · frs(X)


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对矩阵 X 的导数为

dF
dX

=



∂F

∂ξ11

∂F

∂ξ12
...

∂F

∂ξ1n

∂F

∂ξ21

∂F

∂ξ22
...

∂F

∂ξ2n

... ... ...

∂F

∂ξm1

∂F

∂ξm2

...
∂F

∂ξmn


其中

∂F

∂ξij
=



∂f11
∂ξij

∂f12
∂ξij

...
∂f1s
∂ξij

∂f21
∂ξij

∂f22
∂ξij

...
∂f2s
∂ξij

... ... ...

∂fr1
∂ξij

∂fr2
∂ξij

...
∂frn
∂ξij


求导公式表（第 12 次课 ppt-其他微分概念）如下：
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图 2-7 求导公式表 1

图 2-8 求导公式表 2
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图 2-9 求导公式表 3

图 2-10 求导公式表 4
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图 2-11 求导公式表 5

图 2-12 求导公式表 6
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第三章 矩阵函数的求法研究
3.1 待定系数法

3.1.1 待定系数法求矩阵函数的步骤推导

设 n阶矩阵 A 的特征多项式为 φ(λ) = det(λI −A)。如果首 1 多项式

ψ(λ) = λm + b1λ
m−1 + · · ·+ bm−1λ+ bm (1 ⩽ m ⩽ n) 式（3-1）

满足 ψ(A) = O 且 ψ(λ) 整除 φ(λ)( 矩阵 A 的最小多项式与特征多项式均满足这些条

件）。那么，ψ(λ) 的零点都是 A 的特征值。记 ψ(λ) 的互异零点为 λ1, λ2, · · · , λs, 相应的

重数为 r1, r2, ..., rsr1 + r2 + ...+ rs = m)，则有

ψ(l) (λi) = 0 (l = 0, 1, · · · , ri − 1; i = 1, 2, · · · , s)

这里，ψ(l)(λ) 表示 ψ(λ) 的 l 阶导数（下同）。设

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k = ψ(z) g(z) + r(z)

其中 r(z) 是次数低于m的多项式，于是可由

f (l) (λi) = r(l) (λi) (l = 0, 1, · · · , ri − 1; i = 1, 2, · · · , s)

确定出 r(z)。利用 ψ(A) = O, 可得

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k = r(A)

3.1.2 举例展示求法

整理成文字版：

例题 3.1 设A =


2 0 0

1 1 1

1 −1 3

，求 eA与 etA (t ∈ R)

解： φ(λ) = det(λI −A) = (λ − 2)3，容易求得 A的最小多项式 m(λ) = (λ − 2)2，取

ψ(λ) = (λ− 2)2.
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图 3-1 例题 3.1

(1) 取 f(λ) = eλ，设 f(λ) = ψ(λ)g(λ) + (a+ bλ)，则有f(2) = e2

f ′(2) = e2
或者

a+ 2b = e2

b = e2

解此方程组可得 a = −e2, b = e2，于是 r(λ) = e2(λ− 1)，从而

eA = f(A) = r(A) = e2 (A− I) = e2


1 0 0

1 0 1

1 −1 2


(2) 取 f(λ) = etλ，设 f(λ) = ψ(λ)g(λ) + (a+ bλ)，则有f(2) = e2t

f
′
(2) = te2t

或者

a+ 2b = e2t

b = te2t

解此方程组可得 a = (1− 2t)e2t, b = te2t.于是 r(λ) = e2t [(1− 2t) + tλ]，从而

etA = f(A) = r(A) = e2t
[
(1− 2t)I + tA

]
= e2t


1 0 0

t 1− t t

t −t 1 + t



37



北京邮电大学期末课程论文

3.2 数项级数求和法

3.2.1 数项级数求和法求矩阵函数的步骤推导

设首 1 多项式 ψ(λ) 形如式（3-1），且满足 ψ(A) = O，即

Am + b1A
m−1 + · · ·+ bm−1A+ bmI = O

或者

Am = k0I + k1A+ · · ·+ km−1A
m−1 (ki = −bm−i) 式（3-2）

由此可以求出 

Am+1 = k
(1)
0 I + k

(1)
1 A+ · · ·+ k

(1)
m−1A

m−1

......

Am+l = k
(l)
0 I + k

(l)
1 A+· · ·+k(l)m−1A

m−1

......

于是有

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k = (c0I + c1A+ · · ·+ cm−1A

m−1)+

cm(k0I + k1A+ · · ·+ km−1A
m−1) + · · ·+

cm+l(k
(l)
0 I + k

(l)
1 A+ · · ·+ k

(l)
m−1A

m−1) + · · · =(
c0 +

∞∑
l=0

cm+lk
(l)
0

)
I +

(
c1 +

∞∑
l=0

cm+lk
(l)
1

)
A+ · · ·+(

cm−1 +
∞∑
l=0

cm+lk
(l)
m−1

)
Am−1

式（3-3）

这表明，利用式（3-3）可以将一个矩阵幂级数的求和问题，转化为 m个数项级数的求

和问题。当式（3-2）中只有少数几个系数不为零时，式（3-3）中需要计算的数项级数

也只有少数几个。

3.2.2 举例展示求法

例题 3.2 设A =


π 0 0 0

0 −π 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

，求 sinA

解： φ(λ) = det(λI − A) = λ4 − π2λ2。由于 φ(A) = O，所以 A4 = π2A2,A5 =
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π2A3,A7 = π4A3, · · · .于是有

sinA = A− 1

3!
A3 +

1

5!
A5 − 1

7!
A7 +

1

9!
A9 − · · · =

A− 1

3!
A3 +

1

5!
π2A3 − 1

7!
π4A3 +

1

9!
π6A3 − · · · =

A+

(
− 1

3!
+

1

5!
π2 − 1

7!
π4 +

1

9!
π6−· · ·

)
A3 =

A+
sin π − π

π3
A3 = A− π−2A3 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0



3.3 对角型法

3.3.1 对角型法求矩阵函数的步骤推导

设 A 相似于对角矩阵 Λ，即有可逆矩阵 P，使得

P−1AP =


λ1

. . .

λn


则有 A = PAP−1,A2 = PA2P−1, ...，于是可得

N∑
k=0

ckA
k =

N∑
k=0

ckPλkP−1 = P ·
N∑
k=0

ckΛ
kP−1 = P


∑N

k=0 ckλ
k
1

. . . ∑N
k=0 ckλ

k
n

P−1

从而

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k = P


∑∞

k=0 ckλ
k
1

. . . ∑∞
k=0 ckλ

k
n

P−1

= P



f(λ1)

. . .

f(λn)


P−1

式（3-4）
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这表明，当 A 与对角矩阵相似时，可以将矩阵幂级数的求和问题转化为求相似变换矩

阵的问题。

3.3.2 举例展示求法

用一道例题（《矩阵论》例 3.7）进行演示：

图 3-2 例题 3.3

整理成文字版：

例题 3.3 设A =


4 6 0

−3 −5 0

−3 −6 1

，分别求 eA, etA(t ∈ R)及 cosA

解： φ(λ) = det(λI −A) = (λ+ 2)(λ− 1)2。对应 λ1 = −2的特征向量 p1 = (−1, 1, 1)T；

对应 λ2 = λ3 = 1的两个线性无关的特征向量 p2 = (−2, 1, 0)T ,p3 = (0, 0, 1)T。构造矩阵

P = (p1,p2,p3) =


−1 −2 0

1 1 0

1 0 1


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则有

P−1 =


1 2 0

−1 −1 0

−1 −2 1

 , P−1AP =


−2

1

1


利用式（3-4），求得

eA = P


e−2

e
e

P−1 =


2e− e−2 2e− 2e−2 0

e−2 − e 2e−2 − e 0

e−2 − e 2e−2 − 2e e



etA = P


e−2t

et

et

P−1 =


2et − e−2t 2et − 2e−2t 0

e−2t − et 2e−2t − et 0

e−2t − et 2e−2t − 2et et



cosA = P


cos(−2)

cos 1
cos 1

P−1 =


2 cos 1− cos 2 2 cos 1− 2 cos 2 0

cos 2− cos 1 2 cos 2− cos 1 0

cos 2− cos 1 2 cos 2− cos 1 cos 1



3.4 Jordan标准型法

3.4.1 Jordan标准型法求矩阵函数的步骤推导

设 A 的 Jordan 标准形为 J，则有可逆矩阵 P，使得

P−1AP = J =


J1

. . .

Js


其中

J i =


λi 1

. . . . . .

λi 1

λi


mi×mi
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可求得

f(J i) =
∞∑
k=0

ckJ
k
i =

∞∑
k=0

ck



λki C1
kλ

k−1
i · · · Cmi−1

k λk−mi+1
i

λki
. . . ...

. . . C1
kλ

k−1
i

λki



=



f(λi)
1

1!
f ′(λi) · · · 1

(mi − 1)!
f (mi−1)(λi)

f(λi)
. . . ...

. . . 1

1!
f ′(λi)

f(λi)



式（3-5）

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k =

∞∑
k=0

ckPJkP−1 = P (
∞∑
k=0

ckJ
k)P−1 =

P



∑∞
k=0 ckJ

k
1

. . .

∑∞
k=0 ckJ

k
s


P−1 = P


f(J1)

. . .

f(Js)

P−1

式（3-6）

这表明，矩阵幂级数的求和问题可以转化为求矩阵的 Jordan 标准形及相似变换矩阵的

问题。

3.4.2 举例展示求法

依旧使用例题 3.2 的题干，但是可以使用 Jordan 标准型法进行求解：

例题 3.4 设A =


π 0 0 0

0 −π 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

，求 sinA
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解： 矩阵A是一个 Jordan标准形，它的三个 Jordan块为

J1 = π, J2 = −π, J3 =

[
0 1

0 0

]

根据式（3-5）,求得

sinJ1 = sin π = 0 , sinJ2 = sin(−π) = 0

sinJ3 =


sin0

1

1!
cos0

0 sin0

 =

[
0 1

0 0

]

再由式（3-6），可得 (取 P = I)

sinA =


sinJ1

sinJ2

sinJ3

 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0


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第四章 矩阵分解方法研究
4.1 矩阵的 LU分解

4.1.1 矩阵 LU分解的步骤推导

当条件式 ∆r ̸= 0 (r = 1, 2, · · · , n− 1) 满足时，由 A(r−1) = LrA
(r) 有

A = A(0) = L1A
(1) = L1L2A

(2) = · · · = L1L2 · · ·Ln−1A
(n−1)

容易求出

L = L1L2 · · ·Ln−1 =



1

c21 1
...

... . . .

cn−1,1 cn−1,2 · · · 1

cn1 cn2 · · · cn,n−1 1


式（4-1）

这是一个对角元素都是 1 的下三角矩阵，称为单位下三角矩阵。若令 A(n−1) = U ( 或

R)，则得

A = LU

这样 A 就分解成一个单位下三角矩阵与一个上三角矩阵的乘积。

接下来给出 LU 分解和 LDU 分解的定义：

定义 4.1 如果方阵A可分解成一个下三角矩阵L和一个上三角矩阵U 的乘积，则称A

可作三角分解或 LU（LR）分解。如果方阵A可分解成A = LDU ,其中 L是单位下三

角矩阵，D是对角矩阵，U 是单位上三角矩阵，则称A可作 LDU分解。

于是可以另外知道直接计算可逆矩阵 A 的三角分解的方法，给出 Doolittle 分解和

Crout 分解的定义：

定义 4.2 设矩阵A有唯一的 LDU分解，若把A = LDU 中的D与U 结合起来，并且

用 Û 来表示，就得到唯一的分解为

A = L(DU) = LÛ

称为 A的 Doolittle分解；若把 A = LDU 中的 L与 D结合起来，并且用 L̂来表示，就

得到唯一的分解为

A = (LD)U = L̂U

称为A的 Crout分解。
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当 A 为实对称正定矩阵时，∆k > 0 (k = 1, 2, · · · , n). 于是 A 有唯一的 LDU 分解，

即 A = LDU，其中 D = diag(d1, d2, ..., dn)，且 di > 0 (i = 1, 2, ..., n). 令

D̃ = diag(
√
d1 ,

√
d2 , ...,

√
dn)

则有 A = LD̃2U . 由 AT = A 得到 LD̃2U = UTD̃2LT，再由分解的唯一性有 L =

UT,U = LT，因而有

A = LD̃2LT = LDLT

或者

A = LD̃2LT = (LD̃)(LD̃)T = GGT 式（4-2）

这里 G = LD̃ 是下三角矩阵。

可引出 Cholesky 分解的定义如下：

定义 4.3 称式（4-2）为实对称正定矩阵的 Cholesky分解（平方根分解、对称三角分解）。

4.1.2 举例展示求法

以一道例题（《矩阵论》例 4.1）说明 LU 分解的方法：

图 4-1 例题 4.1

整理成文字版本：
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例题 4.1 求矩阵A的 LDU分解，其中

A =


2 −1 3

1 2 1

2 4 2


解： 因为 ∆1 = 2,∆2 = 5，所以A有唯一的 LDU分解。构造矩阵

L1 =



1

1

2
1

1 0 1


, L−1

1 =



1

−1

2
1

−1 0 1


计算，得

L−1
1 A(0) =



2 −1 3

0
5

2
−1

2

0 5 −1


= A(1)

对A(1)构造矩阵，有

L2 =


1

0 1

0 2 1

 , L−1
2 =


1

0 1

0 −2 1


计算，得

L−1
2 A(1) =



2 −1 3

0
5

2
−1

2

0 0 0


=



2 0 0

0
5

2
0

0 0 0


=



1 −1

2

3

2

0 1 −1

5

0 0 1


= A(2)
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由式（4-1）可求出

L = L1L2 =



1

1

2
1

1 2 1


于是得A(0) = A的 LDU分解为

A = L1L2A
(2) =



1 0 0

1

2
1 0

1 2 1





2 0 0

0
5

2
0

0 0 0





1 −1

2

3

2

0 1 −1

5

0 0 1



4.2 矩阵的 QR分解

4.2.1 矩阵 QR分解的步骤推导

先给出 QR 分解的定义与相关定理：

定义 4.4 如果实（复）可逆矩阵A能够化成正交（酉）矩阵Q与实（复）可逆上三角

矩阵R的乘积，即

A = QR 式（4-3）

则称式（4-3）为 A的 QR分解。

定理 4.1 设A是 n阶实（复）可逆矩阵，则存在正交（酉）矩阵Q和实（复）可逆上

三角矩阵R，使A有 QR分解式（4-3）。除去相差一个对角元素的绝对值（模）全等于
1的对角矩阵因子外，分解式（4-3）是唯一的。
证： 记矩阵A的 n个列向量依次为a1,a2, ...,an，因为A可逆，所以这 n个列向量线性

无关。将它们按 Schmidt正交化方法正交化之，可得到n个标准正交列向量 q1, q2, · · · , qn。

对 a1,a2, . . . ,an正交化，可得

b1 = a1

b2 = a2 − k21b1

· · · · · ·

bn = an − kn,n−1bn−1 − · · · − kn1b1
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其中 kij =
(ai, bj)

(bj, bj)
(j < i)。将上式改写为



a1 = b1

a2 = k21b1 + b2

· · · · · ·

an = kn1b1 + kn2b2 + · · ·+ kn,n−1bn−1 + bn

用矩阵形式表示为

(a1,a2, · · · ,an) = (b1, b2, · · · , bn)C

其中

C =


1 k21 · · · kn1

1 · · · kn2
. . . ...

1


再对 b1, b2, · · · , bn单位化，可得

qi =
1

| bi |
bi (i = 1, 2, · · · , n)

于是有

(a1,a2, · · · ,an) = (b1, b2, · · · , bn)C =

(q1, q2, · · · , qn)


| b1 |

| b2 |
. . .

| bn |

C

令
Q = (q1, q2, · · ·, qn)

R = diag(| b1 |, | b2 |, ..., | bn |) ·C
式（4-4）

则Q是正交 (酉)矩阵，R是可逆上三角矩阵，且有A = QR。

为了证明唯一性，设A有两个分解式A = QR = Q1R1，由此可得

Q = Q1R1R
−1 = Q1D

其中D = R1R
−1仍为可逆上三角矩阵，于是

I = QHQ = (Q1D)H(Q1D) = DHD
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这表明D 不仅为正交（酉）矩阵，而且还是对角元素的绝对值（模）全为 1的对角矩
阵。从而R1 = DR,Q1 = QD−1。

证明结束。

该定理推广如下：

定理 4.2 设A是m× n实（复）矩阵，且其 n个列线性无关，则A有分解

A = QR

其中Q是m× n实（复）矩阵，且满足QTQ = I(QHQ = I)，R是 n阶实（复）可逆

上三角矩阵。该分解除去相差一个对角元素的绝对值（模）全等于 1的对角矩阵因子外
是唯一的。

4.2.2 举例展示求法

以一道例题（《矩阵论》例 4.6）演示矩阵的 QR 分解：

整理成文字版本：

例题 4.2 用 Schmidt正交化方法求矩阵A的 QR分解，其中

A =


1 2 2

2 1 2

1 2 1


解： 令 a1 = (1, 2, 1)T ,a2 = (2, 1, 2)T ,a3 = (2, 2, 1)T，正交化可得

b1 = a1 = (1, 2, 1)T

b2 = a2 − b1 = (1,−1, 1)T

b3 = a3 −
1

3
b2 −

7

6
b1 =

(
1

2
, 0,−1

2

)T

根据式（4-4）构造矩阵

Q =



1√
6

1√
3

1√
2

2√
6

− 1√
3

0

1√
6

1√
3

− 1√
2


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R =



√
6

√
3

1√
2





1 1
7

6

1
1

3

1


=



√
6

√
6

7√
6

√
3

1√
3

1√
2


则有A = QR。

4.3 矩阵的满秩分解

4.3.1 矩阵满秩分解的步骤推导

满秩分解指的是将非零矩阵分解为列满秩矩阵与行满秩矩阵的乘积，在广义逆矩阵

的研究中意义重大。

先给出满秩分解的定义：

定义 4.5 设A ∈ Cm×n
r (r > 0)，如果存在矩阵 F ∈ Cm×r

r 和G ∈ Cr×n
r ，使得

A = FG 式（4-5）

则称式（4-5）为矩阵A的满秩分解。

当A是满秩 (列满秩或行满秩)矩阵时，A可分解为一个因子是单位矩阵，另一个

因子是A本身，称此满秩分解为平凡分解。

矩阵满秩分解的步骤推导可由该定理及其证明给出：

定理 4.3 设A ∈ Cm×n
r (r > 0)，则A有满秩分解式（4-5）。

证： rankA = r时，根据矩阵的初等变换理论，对A进行初等行变换，可将A化为

阶梯形矩阵B，即

A
行−→ B =

[
G

O

]
, G ∈ Cr×n

r

于是存在有限个m阶初等矩阵的乘积，记作 P，使得 PA = B，或者A = P−1B。将

P−1分块为

P−1 =
[
F S

]
(F ∈ Cm×r

r ,S ∈ Cm×(m−r)
m−r )

则有

A = P−1B =
[
f S

] [G
O

]
= FG

其中 F 是列满秩矩阵，G是行满秩矩阵。证明结束。
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需要指出，矩阵 A 的满秩分解式（4-5）不是唯一的。这是因为若取 D 是任一个 r

阶可逆矩阵，则式（4-5）可改写为

A = (FD)
(
D−1G

)
= F̃ G̃

这是 A 的另一个满秩分解。

按照定理 4.3，可以使用矩阵的初等行变换方法求矩阵的满秩分解。

4.3.2 举例展示求法

以课本例 4.10 为示例，演示矩阵的 QR 分解：

图 4-2 例题 4.3

整理成文字版本：

例题 4.3 求矩阵A的满秩分解，其中

A =


−1 0 1 2

1 2 −1 1

2 2 −2 −1


解： 根据定理 4.3的证明过程提供的算法，需要求出阶梯形矩阵 B 及诸初等矩阵的

乘积 P。为此，对矩阵
[
A
...I
]
进行初等行变换，当A所在的位置成为阶梯形矩阵B时，

I 所在的位置就是进行初等行变换对应的初等矩阵的乘积 P，即

[
A I

]
=


−1 0 1 2 1 0 0

1 2 −1 1 0 1 0

2 2 −2 −1 0 0 1


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行−→


−1 0 1 2 1 0 0

0 2 0 3 1 1 0

0 0 0 0 1 −1 1


则有

B =


−1 0 1 2

0 2 0 3

0 0 0 0

 , P =


1 0 0

1 1 0

1 −1 1


可求得

P−1 =


1 0 0

−1 1 0

−2 1 1


于是有

A =


1 0

−1 1

−2 1


[
−1 0 1 2

0 2 0 3

]

4.4 矩阵的奇异值分解

4.4.1 矩阵奇异值分解的步骤推导

矩阵的奇异值分解在最优化问题、特征值问题、最小二乘方问题、广义逆矩阵问题

及统计学等方面都有重要应用。先给出奇异值的定义和一个定理：

定义 4.6 设A ∈ Cm×n
r (r > 0),AHA的特征值为

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > λr+1 = · · · = λn = 0

则称 σi =
√
λi (i = 1, 2, ..., n)为A的奇异值；当A为零矩阵时，它的奇异值都是 0。

定理 4.4 设A ∈ Cm×n
r (r > 0)，则存在m阶酉矩阵 U 和 n阶酉矩阵 V，使得

UHAV =

[
Σ O

O O

]
式（4-6）

其中 Σ = diag(σ1, σ2, ..., σr)，而 σi(i = 1, 2, ..., r)为矩阵A的全部非零奇异值。

接下来介绍矩阵奇异值分解的步骤：

1. 令 B = AHA，计算特征值特征向量 Bx = λx，得到 λk,νk

Bνk = λkνk, k = 1, 2, ..., N
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V = (ν1, ...,νN) 是酉矩阵：V HV = I

BV = V Λ ⇒ AHAV = V Λ ⇒ AHAV1 = V1Σ
2

⇒ AHAV1Σ
−1 = V1Σ

2. 令 U1 = AV1Σ
−1，有 AHU1 = V1Σ，可知

UH
1 A = ΣV H

1 =⇒ A = U1ΣV H
1

3. 将 U1 扩充成酉矩阵 U =
[
U1 U2

]
A = UDV H

4.4.2 举例展示求法

以课本例 4.14 为示例，演示矩阵的 QR 分解：

图 4-3 例题 4.4

整理成文字版本：

例题 4.4 求矩阵A =


1 0 1

0 1 1

0 0 0

的奇异值分解。
解：

1.
AHAV = V Λ ⇒ AHAV1 = V1Σ

2 ⇒ AHAV1Σ
−1 = V1Σ
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即

ATA =


1 0 1

0 1 1

1 1 2

 = B, |λI −B| = λ(λ− 1)(λ− 3)

λ1 = 3 : 3I −B =


2 0 −1

0 2 −1

−1 −1 1

 , ξ1 =

1

1

2



λ2 = 1 : 1I −B =


0 0 −1

0 0 −1

−1 −1 −1

 , ξ2 =


1

−1

0



λ3 = 0 : 0I −B =


−1 0 −1

0 −1 −1

−1 −1 −2

 , ξs =


1

1

−1


rA = 2 : Σ =

[√
3 0

0 1

]

V =



1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

2√
6

0 − 1√
3


, V1 =



1√
6

1√
2

1√
6

− 1√
2

2√
6

0


2.

UH
1 A = ΣV H

1 =⇒ A = U1ΣV H
1

即

U1 = AV1Σ
−1 =



1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

0 0


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3. 取 U2 =


0

0

1

，则 U =



1√
2

1√
2

0

1√
2

− 1√
2

0

0 0 1


可得

UTAV =


√
3 0 0

0 1 0

0 0 0

 = D

则A的奇异值分解为

A = UDV T = U


√
3 0 0

0 1 0

0 0 0

V T

4.5 利用矩阵分解求矩阵广义逆

4.5.1 矩阵广义逆介绍

逆矩阵的概念只是对可逆矩阵才有意义，但是在实际问题中，遇到的矩阵不一定是

方阵，即便是方阵也不一定可逆。

广义逆矩阵就是将逆矩阵概念进一步推广得到的，若：

1. 该矩阵对于不可逆矩阵甚至长方矩阵都存在；

2. 它具有通常逆矩阵的一些性质；

3. 当矩阵可逆时，它还原到通常的逆矩阵。

称满足以上三个条件的矩阵为广义逆矩阵。

现介绍 Penrose 的广义逆矩阵的定义：

定义 4.7 设矩阵A ∈ Cm×n,若矩阵X ∈ Cn×m满足以下 4个 Penrose方程

(1) AXA = A

(2) XAX = X

(3) (AX)H = AX

(4) (XA)H = XA

则称X 为A的 Moore-Penrose逆，记为A+。
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4.5.2 利用矩阵满秩分解求矩阵广义逆

下面的定理说明任意矩阵的 Moore-Penrose 逆存在，并给出满秩分解的一般方法：

定理 4.5 对任意A ∈ Cm×n,A+存在并且唯一。

证明其存在性 (唯一性证明省略)：
设 rankA = r，若 r = 0，则A = Om×n，由定义知A+ = On×m；若 r > 0，由定理

4.4可知，A可进行满秩分解：

A = FG (F ∈ Cm×r
r ,G ∈ Cr×n

r )

令X = G+F+，则有

AXA = FG ·G+ F+ · FG = FG = A

XAX = G+ F+ · FG ·G+ F+ = G+ F+ = X

(AX)H = (FG ·G+F+)H = (F F+)H = F F+ = F · F G+ · F+ = AX

(XA)H = (G+ F+ · FG)H = (G+ G)H = G+ G = G+ · F+ F ·G = XA

故

A+ = G+F+ = GН(F НAGН )−1F Н 式（4-7）

式（4-7）即为是任意矩阵的 Moore-Penrose 逆的满秩分解方法。

4.5.3 利用矩阵奇异值分解求矩阵广义逆

下面的定理给出奇异值分解的一般方法：

定理 4.6 设A ∈ Cm×n
r 的不可逆值分解为

A = U

[
Σr O

O O

]
m×n

V H

那么

A+ = V

[
Σ−1

r O

O O

]
n×m

UH 式（4-8）

这里 U ,V ,Σr 的意义同定理 4.4。

证：直接验证X = V

[
Σr O

O O

]
n×m

UH 满足 4个 Penrose方程即可。

式（4-8）是任意矩阵的 Moore-Penrose 逆的奇异值分解方法。

56



北京邮电大学期末课程论文

4.5.4 举例展示求法

接下来以两道例题（第十五次课 ppt-2）展示如何利用矩阵满秩分解、奇异值分解

求矩阵广义逆。

例题 4.5 设A =

[
−1 0 1

2 0 −2

]
，求A+。

解： （方法一）利用满秩分解公式可得

A = BC =

[
−1

2

] [
1 0 −1

]
从而A的伪逆矩阵是

A+ = CH(CCH)−1(BHB)−1BH

=


1

0

−1

 (
[
1 0 −1

]
1

0

−1

)−1(
[
−1 2

] [−1

2

]
)−1
[
−1 2

]

1

10


1

0

−1

[−1 2] =
1

10


−1 2

0 0

1 −2


（方法二）先求A的奇异值分解：

AAH =

[
2 −4

−4 8

]
=


1√
5

2√
5

− 2√
5

1√
5


[
10 0

0 0

]
1√
5

− 2√
5

2√
5

1√
5


令

V1 =
1√
10

[
1√
5

− 2√
5

][
−1 0 1

2 0 −2

]
=

[
− 1√

2
0

1√
2

]

A =


1√
5

− 2√
5


[√

10
] [

− 1√
2

0
1√
2

]

A+ =


− 1√

2
0
1√
2


[

1√
10

] [
1√
5

− 2√
5

]
=

1

10


−1 2

0 0

1 −2


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例题 4.6 设 A =

[
1 1

2 2

]
，求 A+。

解： （方法一）由满秩分解公式可得

A = BC =

[
1

2

] [
1 1

]
于是其伪逆矩阵为

A+ = CH(CCH)−1(BHB)−1BH

=

[
1

1

]
(
[
1 1

] [1
1

]
)−1(

[
1 2

] [1
2

]
)−1
[
1 2

]
=

1

10

[
1

1

] [
1 2

]

=
1

10

[
1 2

1 2

]
（方法二）先求A的奇异值分解：

AAH =

[
2 4

4 8

]
=


1√
5

2√
5

2√
5

− 1√
5


[
10 0

0 0

]
1√
5

2√
5

2√
5

− 1√
5


令：

V1 =
1√
10

[
1√
5

2√
5

] [
1 1

2 2

]
=

[
1√
2

1√
2

]

A =


1√
5

2√
5


[√

10
] [ 1√

2

1√
2

]

A+ =


1√
2

1√
2


[

1√
10

] [
1√
5

2√
5

]
=

1

10

[
1 2

1 2

]
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第五章 总结
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